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Abstract 

We prove a conjecture of Frenkel-Gaitsgory-Kazhdan-Vilonen on 
some exponential sums related to the geometric Langlands correspon- 
dence. Our main ingredients are the resolution of Lusztig scheme 
of lattices introduced by Laumon and the decomposition theorem of 
Beilinson-Bernstein-Deligne-Gabber. 

1 L'enonce 

Soient k = ¥ q un corps fini, O = k[[w]] le corps des series formelles a une 
variable w et F son corps des fractions. Soient d et n deux entiers naturels. 
A la suite de Lusztig (@), considerons le schema X d de type fini sur k dont 
l'ensemble des /c-points est celui des reseaux 1Z C O n tels que dim((9 n /TV) = 
d. L'action de GL(n, O) sur l'ensemble de ces reseaux peut etre vue comme 
Faction d'un groupe algebrique Gd avec Gd(k) = GL(n, O jw d O\ sur 

Les orbites de cette action sont en nombre fini. Pour chaque n-partition 
A de d, c'est-a-dire A = (Ai > • • • > A n > 0) avec |A| = Ai + • • • + A n = d, 
notons X\ l'orbite de Gd passant par le reseau w x O n ou zu x designe la matrice 
diagonale diag (zu Xl , . . . , w Xn ). On a la stratification en parties localement 
fermees X = U|A|=n^A qui reflete la decomposition de Cartan 

GL(n,F)= [] GL(n, 0)w x GL{n, O). 

Ai>->An 

En effet, on a 

X x (k) = GL(n, 0)w x GL(n, 0)/GL(n, O). 



1 



Pour chaque A, notons X\ 1 'adherence de l'orbite X\ dans Xd- Rappelons 
que X M C X\ si et seulement si \i < A selon l'ordre partiel habituel entre les 
n-partitions de d : 

\i\ H h fii < Ai H h Aj 

pour tout i = 1, . . . , n — 1 (@). 

Fixons un nombre premier £ different de la caracteristique p de fc. Soit Qi 
une cloture algebrique de Qe- Notons A\ le complexe d'intersection £-adique 
de X x . 

Pour chaque a G N n tel que |a| = d, notons S a la partie localement 
fermee de X d dont l'ensemble des /c-points est celui des reseaux 1Z C O n tels 
que pour tout «, on a 

in n ei 0)/(rc n ® e.-O) = (0 ei O © t^e,©)/ 

i=i j'=i j'=i i=i 

ou (e$) designe la base standard de O n . La stratification Xd = \J\ a \=dS a 
reflete la decomposition d'lwasawa 

GL(n,F)= U AW^GL^O), 

ou N designe le sous-groupe des matrices triangulaires superieures unipo- 
tentes de GL(n). En effet, on a 

S a (k) = N{F)w a GL(n, G)/GL(n, 0). 

La fonction trace de Frobenius de ^4a s'identifie naturellement a une fonc- 
tion A\ a support compact dans GL(n, F) qui est bi-GL(n, 0)-invariante. 
Fixons un caractere additif non trivial ip : k — > et notons 9 : N(F) — > 
le caractere defini par 

n-l 

0(n) = ip(J2 res ( n v+i dn7 ))- 
i=i 

Considerons l'integrale 

I(zu a ,A x )= [ A x {nm a )6(n)dn, 
Jn(f) 

ou la mesure de Haar normalised dn de N(F) attribue a N(0) la mesure 1. 
Dans 0], Frenkel, Gaitsgory, Kazhdan et Vilonen ont demontre le theoreme 
suivant. 
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Theoreme 1 Si a ^ X, on a 

I(w a ,A x )=0. 

Si a = X, on a 

I{w\A x ) = q^ 

oil 

8 — —{n — 1, n — 3, . . . , 1 — n) 

et ou 

n 

(X,5) = J2^- 
1=1 

Lorsque la suite a = (cti, ■ • • , a n ) n'est pas decroissante, on peut trouver 
n' e N(F) n w a GL(n, 0)w~ a tel que 6{n') ^ 1. Or, comme A A est bi- 
GL(n, 0)-invariante, on a 

/ A A (W*Wn)dn = / A x (nn'm a )6(n)&n 
Jn(f) Jn(f) 

= Oin'r 1 I A x (nw a )6(n)dn 

JN(F) 

done I(zu a , A\) = 0. Le cas interessant est done celui ou a est une n-partition 
de d. Dans ce cas, on a 

N(F) n m a GL{n, 0)w~ a C N{0) 

si bien que le caractere N(F) — > defini par 

n-l 

n i— > res (n^j+idtu) 

i=l 

induit un morphisme h a : S a ^ G a . Frenkel, Gaitsgory, Kazhdan et Vilonen 
ont conjecture dans || l'enonce suivant. 

Theoreme 2 Si a ^ X, on a 

RT c (S a ® k k, A x ® = 0. 
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Si a = X, on a 

RT c (S a ® fc k, A x ® h* a Cn,) = Qt[-2(\, 5)](-(X, 5)). 

Jci, designe une cloture algebrique de k et le faisceau d'Artin-Schreier 
sur G at k associe a if). 

On peut deduire de cet enonce geometrique le theoreme de Frenkel- 
Gaitsgory-Kazhdan-Vilonen cite plus haut, via la formule des traces de Gro- 
thendieck. 

Voici les grandes lignes de la demonstration du theoreme 2. 

On considere d'abord le cas plus facile a = X. On demontre que si \x < X 
l'intersection S\ H X M est vide si bien que celle de S\ avec le support de A\ 
est incluse dans X\. On demontre aussi que S\ fl X\ est un espace affine 
et que le morphisme h a restreint a S\ fl X\ est constant a valeur d'ou le 
resultat dans le cas a = X. C'est le contenu de la section 2. 

Pour demontrer l'assertion concernant le cas a ^ A, on utilise la resolution 
suivante du schema X d . Cette resolution a ete introduite par Laumon dans 
un contexte legerement different ([§]). Soit X d le schema de type fini sur k 
dont l'ensemble des fc-points est celui des drapeaux de reseaux 

O n = TZq D Tlx 3 ■ • • D H d = K 

tels que dim(Ri-\/TZi) = 1. Le morphisme 7r : X d — > X d defini par 

(Ko D Tlx D ■ ■ • D Tl n ) ^ Tl n 

est une resolution semi-petite au sens de Goresky et MacPherson. De plus, 
elle est equivariante relativement a Taction de G d si bien qu'on a 

R7r,Q,[dim(X d )](^ dim(X d )) = @A X E V x 

ou les V\ sont des Q^-espaces vectoriels, grace au theoreme de decomposition 
(|J) et a ce que les sous-groupes stabilisateurs dans G d sont tous geometriquement 
connexes. 

Par comparaison avec la construction de Lusztig de la correspondance 
de Springer, on voit que V\ est l'espace de la representation du groupe 
symetrique & d correspondant a la partition A de d (0,0). On utilisera 
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seulement le fait que la dimension V\ est egal au nombre de A-tableaux stan- 
dards. 

II suffit clairement de demontrer que 

RT C (S X ® fc k, Rtt.Q* <g> h* x C^) 
= V X [-2(X, 5} - d(n - 1)](-(A, 5} - l -d(n - 1)). 

Pour cela, on etudie la geometrie de S\ = S\ Xx d X<i- On a 

Rr c (S , A <S>k k, Rn^Qe ® h* x £^) = Rr c (S x <S>k k, h* x C^,) 

ou h\ est le morphisme compose h x o (tt\§ ). 

On demontre que S x est une reunion disjointe de parties localement 
fermees S T qui sont des espaces affines de meme dimension 

(\,g) + ±d(n-l) = {\, (n-l,...,l,0)> 

ou r parcourt l'ensemble des suites (a l )f =0 avec a' 1 = (q!*-)" =1 G N n verifiant 

• a*- -1 < a* pour i = 1, . . . , d et pour j — 1, . . . , n ; 

• l a 1 — Sj=i a j — * pour i = 0, . . . , d ; 

• a d = A. 

Si l'une de ces suites a 1 n'est pas decroissante, on demontre comme dans 
le cas evoque plus haut ou A n'est pas decroissante, que 

RT C {S T ® fc k, h* x C^) = 0. 

Les r dont les membres oti sont tous des suites decroissantes d'entiers na- 
turels, correspondent bijectivement aux A-tableaux standards. C'est le con- 
tenu de la section 3. 



2 Etude de S, 



a 



Pour tout a G W l , S a est isomorphe a un espace affine dont on peut construire 
les coordonnees explicites a l'aide de l'uniformisante w. Notons O = O <S>kk 
et F = F ® fc k. 
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LEMME 2.1 Pour tout reseau TZ G S a (k), il existe une unique matrice tri- 
angulaire superieure de la forme 



x = 



( w 



V 



CKl 



a 2 



Xi, n \ 



ou les Xij sont des polynomes enw a coefficients dans k de degre strictement 
inferieur a a i} telle que TZ = xO n . 



Demonstration. Du fait que TZ G S a (k), il se decompose en 

TZ = TZ' ®{w an e n + y)0 

ou 

1Z' = 1Zr)®e j O G Sa>(k) 

3=1 

avec a' = (a±, . . . , a„_i) et ou y G 0"=i e.jO est bien determine modulo TZ' . 

Le lemme resulte de ce que l'espace vectoriel V a > forme des elements de 
la forme X^=i x j e j ou x j son t des polynomes de degre strictement inferieur 
a otj est supplement aire a tout TZ' G S' a (k) dans 0"=i ejO. □ 

Corollaire 2.2 S a est isomorphe a l'espace affine de dimension 

(a,(n-l,...,l,0)). 

Lemme 2.3 1. Soient /i et A denx n-partitions de d avec ji < A. On a 

,s A nx^ = 0. 

2. L'intersection S\ fl Xa es£ un espace affine de dimension 2(A, <5). 
5*. La restriction de h\ a S\\~\ X\ est constante de valeur 0. 

Demonstration. 
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1. Soit 1Z = xO n G (S\ H X M )(A;) ou x est une matrice comme dans le 
lemme precedent et ou ji et A sont deux n-partitions de d. Tous les 
mineurs d'ordre % de x sont alors divisibles par CCF Mn-;+i+-- +Mn_ g n con _ 
siderant la sous-matrice formee des i dernieres lignes et des i derniere 
colonnes, on obtient l'inegalite 

An-j+l + • • • + A n > /i ra _j + i + ■ • • + l^n 

d'ou /i > A. 

2. Supposons maintenant que fi = X. Considerons la sous-matrice (i + 
1) x (i + 1) de x incluant le coefficient x^ n _i avec j < n — i et incluant 
les i dernieres lignes ainsi que les i dernieres colonnes de x. II resulte de 
la condition portee sur les mineurs que le polynome Xj >n _j est divisible 

par w Xn -\ 

Si les coefficients Xj^ sont divisibles par ro Afc pour tout j < k, alors 
x E N(0)w x si bien que xO n E (S x n X A )(jfe). 

II s'ensuit que S\ fl X A est isomorphe a l'espace affine de dimension 

(A,(n-l,...,l,0))-(A, (0,l,...,n-l)) 
= (A, (n — 1, n — 3, . . . , 1 — n)). 

3. On a demontre que 

(S x nX x )(k) = N(0)zu x O n 

si bien que la restriction de h\ a S\ fl X A est constante et de valeur 
nulle. □ 

Corollaire 2.4 On a un isomorphisms 

RT C (S X ® fc fc, A x ® ^) = 4[-2(A, 5)](-(A, 5)). 
Demonstration. On sait d'apres le lemme precedent que 

5\ n Xa = s*a n X\ 

si bien que la restriction de A\ a S\ est isomorphe a Q^[2(A, 5)]((A, 5)) sup- 
ports par l'espace affine S\ fl Xa de dimension 2(A, 5). □ 
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3 Etude de S\ 

Posons S\ = S\ x Xd X d . L'ensemble des /c-points de S\ est l'ensemble des 
drapeaux de reseaux 

O n = TZq D TZi D • • • D 1Z d = TZ 

ou dim.k(7li-i/7li) = 1 et oil 1Z G S\{k). 

Un tel drapeau etant fixe, Pour chaque % — 0, . . . , d, il existe a 1 G N a avec 
\a l \ = i tel que TZi G S ai (k) Le schema S a est ainsi stratifie selon la donnee 
d'une matrice r = (aj)?|g£ G N( d+1 ) n telle que 

• a T 1 «J ; 

• a d = A. 

Notons SV la strate correspondant a r. Designons par h\ la restriction de 
h\ o 7r| <j a S T . 

Proposition 3.1 S'il existe un d! avec 1 < d! < d — 1 tel que la suite 
i a j )t<j<n n'est pas decroissante, alors on a 

RT C {S T ® fc k, ~h* x JC^) = 0. 

Demonstration. Soit r' = («}')i<}<1 la sous- matrice formee des d'+l premieres 
colonnes de r. Notons n' : S T — > 5,-/ le morphisme defini par 

7i\n D^D-0^) = (^3KiD-0 lZ d ,). 

On va demontrer que RM'*h* x C^ = ce qui implique par la suite spectrale de 
Leray que 

Rr c (S T ® k k, h* x £^ = 0. 
Fixons un point geometrique 

K. = (TZ D ■ ■ ■ D Ha = W) G S T ,(k). 

Le groupe GL(7l') fl N(F) vu comme A;-groupe algebrique de dimension in- 
finie, agit naturellement sur la fibre 

n'- 1 (11.) = {R! = K d , D K d , +1 D ■ ■ ■ D 1l d I 

dim^T^/T^) = 1 et TZ t G S ai (k)}. 
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Lemme 3.2 Si a d ' n'est pas decroissante, pour tout TV G S ad '(k), il existe 
un sous-groupe 

C GL(ft') n iV(F) 
tel que la restriction du caractere N(F) — ► G 1 defini par 

n-l 

a ce sous-groupe est Videntite de G a ^. 

Demonstration du lemme. Considerons d'abord le cas K' = w a O n . II existe 
un entier j tel que aj < acj +1 . Le sous-groupe forme des elements n G N(F) 
tels que n k>i = avec k < I, (k, I) ^ + 1) et G G^w^dzxj stabilise 

le reseau w a O n et done remplit toutes les conditions requises par le lemme. 

Si 72- = xO n pour un certain x G N(F), il suffit de conjuguer le G a ^ 
precedent par x. □ 

Fin de la demonstration de la proposition. Notons Z = n'^iTZ,) et h la 
restriction de h\ a Z. On a une action £ de G a sur Z tel que h(£(t,z)) = 
t + h(z) pour tout t G k et z G Z(k). En particulier, on a un isomorphisme 

La proposition resulte de lemme general suivant qui est deja implicite dans 
I- 

Lemme 3.3 Soit Z un schema de type fini sur k, muni d'une action £ : 
G a x Z — > Z. Soit T un complexe borne sur Z muni d'un isomorphisme 
£*F = H F. Mors on a RT C (Z, T) = 0. 

Demonstration. Considerons le diagramme commutatif 



G a x Z 



G n x Z 



pr Ga 



pr Ga 



G n 



Id 



G a 
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ou 

E(t,z) = (t,£(t,z)) 
est un isomorphisme. L'isomorphisme 

induit par adjonction un isomorphisme 

et done un isomorphisme 

Qe M RT C (Z, T)^L^ H RT C (Z, T) 
lequel ne peut exister que si RP C (Z, T) — 0. □ 

Proposition 3.4 pour tout i — 0, ... ,d, a 1 est une suite decroissante 
alors on a un isomorphisme 

RT C (S T ® k k, hlCp) 
= Q,["2(A, (n - 1, . . . , 1, 0))](-(A, (n - 1, . . . , 1, 0))). 

Demonstration. La proposition resulte du lemme suivant. 

LEMME 3.5 1. Pour tout t, S t est isomorphe a un espace affine de di- 
mension 

(A, (n-l,...,l,0)>. 

2. Si de plus, pour tout i, a 1 est une suite decroissante alors la restriction 
de h x a S T est constante a Vimage nulle. 

Demonstration. 



1. Pour tout i — 1, . . . , d, vu les contraintes portees sur les a), il existe 
un unique ^ 
application 



un unique j tel que a* = ot~ x + 1. On peut en fait voir r comme une 



{l,2,...,d}-{l,2,...,n} 
telle que pour tout j — 1, . . . , n, on a |T -1 (j)| = Xj. 
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On demontre par recurrence sur d que S T est isomorphe a un espace 
affine de dimension 

X>-r«) = x;A>-j). 

i=l j=l 

Notons t' la matrice (a})i<}<^ _1 £ N dn . Supposons que 5,-/ est isomor- 
phe a un espace affine de dimension 

X> - r(i)) 
i=i 

Notons le fibre vectoriel de rang n dont la fibre au-dessus d'un point 

H' m = (K D Tlx D ■ ■ ■ D lid-! = K') G Sr>(k) 

est l'espace vectoriel IZ'/ujIZ'. 

On peut ecrire de maniere unique TZ' = x'O n avec une matrice trian- 
gulaire superieure x' verifiant les conditions de l'enonce du lemme 2.1. 
En particulier, on a 

n 

Fn>. = 

i=l 

ou €i est la reduction de eizu ai + Z)}=i x i,i e j modulo zu1Z' si bien que le 
fibre T est en fait un fibre trivial. 

De plus, la donnee d'un /c-point 1Z. de S T au-dessus de lZ' m est equivalente 
a la donnee d'un sous-espace vectoriel de codimension 1 de Tn' % qui con- 
tient 

eik © • • • © e T {d)-ik 

mais qui ne contient pas 

eik © • • • © e r ( d )^. 
Ce sous-espace vectoriel s'ecrit de maniere unique sous la forme 

T(d)-1 

e^A; © (x r(d ) + ie T ( d ) + e T(d ) + i)fc © • • • © (x n e r(d) + e n )fc 
j'=i 
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si bien qu'on a un isomorphisme 

x G a n - T{d) ^S T . 

Compte tenu de l'hypothese de recurrence, S T est isomorphe a un espace 
affine de dimension Y^=\(n ~ T (i))- 

2. Supposons que toutes les suites a 1 sont decroissantes. On demontre 
par recurrence sur d que si 

n. = (o n = n d fti d • • • d n d = n) g s T {k) 

alors 

n e ^{O)w x n . 

Par recurrence, on peut supposer que 

n' = n d ^ e N[0)w a 'o n - x 

ou a' = a d ~ l et quitte a utiliser Taction de N(0), on peut en fait 
supposer que 

Tl' = zu a 'O n . 
Notons / = r(d). On peut ecrire 

l n 
3=1 j=l+l 

avec Xj G k pour j — I + 1, . . . , n. Du fait que A; — 1 > Xj pour tout 
j = I + 1, . . . , n, on a K G N{0)w x O n . □ 

Fin de la demonstration du theoreme 2. Pour terminer la demonstration, il 
suffit de montrer que les matrices r = (a§)?|}|£ G telles que 

• "} ; < a j ; 

• a d = A ; 
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• a 1 - i > a* 

"j-i — "j- 

sont en correspondance univoque avec les A-tableaux standards. 

On a vu que les r verifiant les trois premieres conditions et ne verifiant 
pas obligatoirement la quatrieme peuvent etre vus comme une application 

r:{l,...,d}-{l,...,n} 

telle que pour tout j, on a |t _1 (j)| = Xj- Etant donnee une telle application, 
on peut inscrire successivement 1,2, ... ,d dans le diagramme de Young A en 
ecrivant le nombre % dans la premiere case encore vide de la j = r(i)-eme 
ligne. 

Un tel tableau est standard si et seulement si 

pour tous les i — 1, . . . , d et j — 1, . . . , n. 

On peut aussi raisonner de maniere plus directe comme suit. L'espace vec- 
toriel V\ admet une base indexee par l'ensemble des composantes irreductibles 
de dimension maximale de la fibre de n : X d — > X d au-dessus d'un point 
geometrique de X x par exemple de ■w x O n G X x (k). En utilisant les lemmes 
3.2 et 3.5, on voit facilement que ces composantes sont precisement les fi- 
bres des S T au-dessus de zu x O n pour les r dont toutes les suites a 1 sont 
decroissantes. 

Remerciement Je voudrais exprimer ma profonde gratitude envers Gerard 
Laumon qui, par ses encouragements, m'a constamment soutenu. 
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